
Poznámky a p°íklady. 1. Hd je vektorový prostor. Navíc pro f, g ∈ Hd a

α, β ∈ R platí ∫
(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g

2. Pro f, g ∈ Hd, f ≤ g, platí
∫
f ≤

∫
g.

3. Pro f, g ∈ Hd platí max(f, g),min(f, g), f+, f−, |f | ∈ Hd a∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |.
Lemma 1 (konvergence schodovitých funkcí). Je-li {fn} ⊂ Hd monotónní po-

sloupnost spl¬ující f → 0 na Rd, potom lim
n→∞

∫
fn = 0.

Lemma 2 (konvergence schodovitých funkcí skoro v²ude). Je-li {fn} ⊂ Hd

monotónní posloupnost spl¬ující f → 0 s.v. na Rd, potom lim
n→∞

∫
fn = 0.

Lemma 3 (korektnost de�nice Lebesgueova integrálu). Nech´ {fn}.{gn} ⊂ Hd

jsou monotónní posloupnosti, f : Rd → R a fn → f s.v. a gn → g s.v., potom

lim
n→∞

∫
fn = lim

n→∞

∫
gn.

De�nice 4 (m¥°itelné a Lebesgueovsky integrovatelné funkce). Nezápornou

funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud existuje neklesající posloupnost nezáporných shodovi-

tých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v.,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud existuje neklesající posloupnost

nezáporných shodovitých funkcí {fn}, ºe fn → f s.v., a lim
n→∞

∫
fn < ∞.

Pro takovou funkci pak de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

Prostor v²ech nezáporných m¥°itelných funkcí na Rd ozna£ujeme M+
d , prostor

v²ech nezáporných Lebesgueovsky integrovatelných funkcí na Rd ozna£ujeme L+
d

Funkci f : Rd → R nazveme

� m¥°itelnou, pokud f−, f+ ∈M+
d ,

� Lebesgueovsky integrovatelnou, pokud f−, f+ ∈ L+
d . Pro takovou funkci

pak de�nujeme Lebesgue·v integrál z f jako∫
f =

∫
f+ −

∫
f−.
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Lemma 5 (vlastnosti L+). Nech´ f, g ∈ L+, α, β ≥ 0, potom:

1. je-li f ≤ g s.v. potom

∫
f ≤

∫
g.

2. max(f, g),min(f, g), αf + βg ∈ L+.

Lemma 6 (vlastnosti L). Nech´ f, g ∈ L, α, β ∈ R, potom:

1. je-li f ≤ g s.v. potom

∫
f ≤

∫
g.

2. max(f, g),min(f, g), αf + βg, |f | ∈ L+. navíc∫
αf + βg = α

∫
f + β

∫
g a

∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |.
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